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Aufgaben zu den ganzrationalen Funktionen

1.0 Bestimmen Sie die Nullstellen folgender ganzrationaler Funktionen.
1.1 y=x2+x-6

1.2y=x3-3x2+x

1.3y=(x+4)(x*+x-2)

1.4y=x*-5x>+4

1.5y=x3+2x*-13x+10

1.6y = x* — 2x3 — 25x2 +50x

1.7y =x*+ 6x3 + 9x?

1
1.8 y=x —Exz——9x+21
2 2

1.9 y=2x"—-2x*-3x’ —x* —2x

1
1.10 y:§(x4+6x2+8)

2.0 Bestimmen Sie die Anzahl, Lage und Vielfachheit der Nullstellen von f; mit Df =R in
Abhangigkeit vom Parameter aeR.

2.1 f (x)=(x=1)(x+2)(x—a)
2.2 f (x)=a(x+3)(x+1)(x—a)
2.3 f (x)=(x=2)(x+2)(x* —a)
2.4 f (x)=x(x+4)(x—3)(x* +a)

2.5 f (x)=x*+(2—2a)x’ — 4ax

3.0 Geben Sie jeweils eine Funktionsgleichung an.

3.1 Eine ganzrationale Funktion 3. Grades mit dem Leitkoeffizienten 4 hat die Nullstellen

-7,-2 und 3.

3.2 Eine ganzrationale Funktion 4. Grades hat den Leitkoeffizienten -1,25 und bei -1 und 9

jeweils eine doppelte Nullstelle.
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3.3 Eine ganzrationale Funktion 4. Grades mit dem Leitkoeffizienten 1,75 hat bei O eine

einfache und bei -2 eine dreifache Nullstelle.

3.4 Der Graph einer Funktion 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse, schneidet die

x-Achse unter anderem bei -5 und 2 und schneidet die y-Achse bei 1.

4.0 Von einer ganzrationalen Funktion 3. Grades mit der Funktionsgleichung

f(x)=ax> +bx* +cx+d sind die folgenden Nullstellen und ein Punkt des Graphen

bekannt. Geben Sie die Koeffizienten a, b, cund d an.

4.1 x,=-1;x,=2;x,=5;P(3/-16)

1 2

4.2 x, =3 (dreifach); P(5/16)
4.3 x, =2 (z2weifach); x, =1;P(1/8)

5 Zu drei der fiinf Funktionsgleichungen sind die Graphen abgebildet. Ordnen Sie den
Graphen die passenden Gleichungen zu. Skizzieren Sie zu den verbleibenden
Gleichungen die Graphen.

f(x)=—=3x>+9x° +3x—9; g(x)=0,125x>—4x* +7x;
h(x)=0,5x> +2x* —1,5x—9; i(x)=x>+4; j(x)=(x+2)

Ky

6 Ordnen Sie den abgebildeten Graphen die jeweils zugehérige Funktionsgleichung zu.

Jochen Weber
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f(x)=3+2x>; g(x)=0,5(x—1)(x—4)*; h(x)=x"-4x*+3;
i(x)=0,5x—1; j(x)=(x—1)(x+3)(x+2); k(x)=-0,2x(x+4)’;

1 8 16
I(X):_§X3 —gxz o m(x)=0,5x*>+2x* +0,5x—3

w4

§S]
o

7.0 Bestimmen Sie fiir die reelle Funktion f die Nullstellen und deren Vielfachheit.
Fertigen Sie damit eine Skizze des Graphen von f an und ermitteln Sie die

Lésungsmenge der angegebenen Ungleichung in der Grundmenge R.

7.1 f(x)=x>-(x=2)*-(x+2) f(x)>0
7.2 f(x)=x*-4x>+4x> f(x)<0
7.3 f(x)=x>—x*=5x>+5x*>  f(x)<0

7.4 f(x)=—x*=2x>+9x*+4x  f(x)>0

8.0 Gegeben ist die Funktion f, mit der Definitionsmenge D, =R undaeR durch

f (x)=0,5ax" +(1+a)x’ +2x°.

8.1 Bestimmen Sie die Nullstellen von f, in Abhdngigkeit vom Parameter a sowie deren

Vielfachheiten.

8.2 Berechnen Sie den Wert von a, fir den der Graph von f, durch den Punkt
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P(2/32) verlauft.

9 Die Funktion fa: y = x3 — (3+a)x? + (3a-4)x + 4a mit acR hat bei x = 5 eine Nullstelle.

Bestimmen Sie den Wert fur a und alle Nullstellen der Funktion.

1
10 Gegeben sind die reellen Funktionen fk(x):§x4+x3 +kx* mit keRAk>0.

Bestimmen Sie mit Hilfe einer geeigneten Fallunterscheidung Lage und Vielfachheit
samtlicher Nullstellen der Funktion f.

(Abitur 1999 Nachtermin)

1
11 Gegeben sind die reellen Funktionen 1‘a(x):—§[2x3—3x2 —(a+2)x]mitaeR ,

Bestimmen Sie die Anzahl, Lagen und Vielfachheiten der Nullstellen der Funktion fa(x).

Achten Sie dabei auch auf den Sonderfall a = -2.

12 Gegeben sind die reellen Funktionen fk(x)=2k2x—2x3 mitk eR .

Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen in Abhangigkeit von k.

1
13 Gegeben sind die reellen Funktionen fk(x):g(x3—2kx2+k2x) mitkeR A k>0.

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion fx in Abhangigkeit von k. Geben Sie auch die

zugehorigen Vielfachheiten an. (Abitur 2007 Al)
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14.0 Gegeben sind die reellen Funktionen

1
fa(x):—gx(x—a)(x—S)2 mitD, =R undaeR. (Abitur 2010 Al)

14.1 Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von a die Anzahl, Lage und Vielfachheit der

Nullstellen von fa.

14.2 Bestimmen Sie a€R so, dass der Punkt P(4/-0,5) auf dem Graphen der Funktion f,
liegt.

15 Gegeben sind die reellen Funktionen
1
fa(x):g(x—a)(x2+3x—10) mitD, =R undaeR. (Abitur 2011 Al)

Ermitteln Sie in Abhangigkeit von a die Lage und Vielfachheiten der Nullstellen von f,

1 .
16 Gegeben sind die reellen Funktionen f :XHE(xa—Zax2+a2x) mit x,acR und

a2>0. (Abitur 2013 Al).
Bestimmen Sie die Nullstellen von f, und deren Vielfachheit in Abhangigkeit von a.

17 Gegeben sind die reellen Funktionen ft(x):—(x+1)2(x—t) D, =R teR.

Bestimmen Sie die Nullstellen von f; sowie deren Vielfachheiten in Abhdngigkeit von t.

(Abitur 2013 All)

18 Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen
fa:XHa-(X3+2X2—7X+4) mitD, =R,aeR und a>0.

Zerlegen Sie f4(x) in Linearfaktoren und geben Sie die Nullstellen der Funktion f, mit
der jeweiligen Vielfachheit an. (Abitur 2015 All)
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1
19.0 Gegeben sind die reellen Funktionen h, :XI—>Zx(tx—1)(x+ 4)(x—3)

mitD, =RundteR. (Abitur 2016 Al)

19.1 Bestimmen Sie Anzahl, Lage und Vielfachheit der Nullstellen der Funktion ht in
Abhangigkeit von t.

19.2 Begriinden Sie, welche der im Folgenden dargestellten Graphen zur Funktionenschar h;
gehoren konnen und welche nicht. Begriinden Sie jeweils lhre Entscheidung mithilfe der
ganzzahligen Nullstellen und ggf. des Grenzverhaltens bzw. des Leitkoeffizienten.

Geben Sie fir den Fall, dass der Graph zur Funktionenschar h: gehort, den zutreffenden
Wert von t an.

Graph 1 Graph 2 Graph 3

V] 4 N S

20 Gegeben ist die Funktionenschar g_:x+>0,25(x* —2ax") mitx,acR.

Ermitteln Sie die Nullstellen von g und geben Sie deren Vielfachheit in Abhangigkeit
von a an. (Abitur 2016 All)

21 Losen Sie die folgende Gleichung (iber der Grundmenge der reellen Zahlen.
(Abitur 2022 Teil 1)

X =2x*+x=0

22 Gegeben ist die Funktion k:x > x> —4x> mit der Definitionsmenge D, =IR.

Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion k und geben Sie ihre jeweilige Vielfachheit an.
(Abitur 2025 Teil 1)
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Lésungen

1.1 Lésungsformel = x;=2 und x; =-3

31 31
1.2 Ausklammern und dann Losungsformel = x; =0, XZ:E+E 5 und X3:5_5 5

1.3 Losungsformel = x1=-4, x;=-2undx3=1
1.4 Substitution = x1=1, x2=2,x3=-1und x4 =-2
1.5 Eine Losung durch Ausprobieren ( x; = 1) und dann Polynomdivision
= (x—=1)(x*+3x-10) = Lésungsformel = x,=-5und x3 =2
1.6 Ausklammern = x(x3 — 2x?> — 25x + 50) = Ldsung durch Ausprobieren (x, = 2) und
dann Polynomdivision = (x3—2x?—25x + 50) = (x — 2)(x* — 25)
= x1=0,%x2=2,x3=5und x4 =-5
1.7 x*(x* + 6x +9) = Losungsformel = x1/2 =0 und x3/4 = -3
1.8 Eine Losung durch Ausprobieren (x; = 2 ) und dann Polynomdivision
= (x—-2)(x*-0,5x—10,5) = Lésungsformel = x;=2, x=-3und x3=3,5
1.9 Ausklammern = Losung durch Ausprobieren erraten (x, = 2) und dann Polynom-
division = die Gleichung dritten Grades liefert wieder durch Ausprobieren eine
weitere Losung (xs = -1); fihre wieder Polynomdivision durch = 16se die
entstehende quadratische Gleichung mit der Losungsformel = keine weiteren
reellen Nullstellen;

1.10 Substitution = keine reellen Nullstellen

2.1
(x=1)(x+2)(x—a)=0
=x,=1 x,=-2 x,=a
a=1: zwei Nullstellen bei x, =1 (doppelt) und bei x, =—2 (einfach)
a=-2:zwei Nullstellen bei x, =1 (einfach) und bei x, = -2 (doppelt)
aeR\{—Z;l} : drei Nullstellen bei x, =1 (einfach),bei x, =—2 (einfach)

und bei x, =a (einfach)

Jochen Weber
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2.2
a(x+3)(x+1)(x—a)=0
=x=-3 x=-1 x,=a
a=-3: zwei Nullstellen bei x, =—3 (doppelt) und bei x, =—1 (einfach)
a=—1:zwei Nullstellen bei x =—3 (einfach) und bei x, =—1 (doppelt)
aeR\{—3;—1} : drei Nullstellen bei x, =-3 (einfach),bei x, =—1 (einfach)

und bei x, =a (einfach)

2.3

(x—2)(x+2)(x*—a)=0

=X, =2 X,=-2 x3:—\/; x4:\/;

a=4: zwei Nullstellen bei x, =2 (doppelt) und bei x, =2 (doppelt)

a=0:drei Nullstellen bei x, =2 (einfach), bei x, =—2 (einfach) undbei x, =0 (doppelt)
a<0: zwei Nullstellen bei x, =2 (einfach) und bei x, = -2 (einfach)

aeR" \{4}:vier Nullstellen bei x, =2 (einfach),bei x, = -2 (einfach),
bei x, = —\/; (einfach) und bei x, = \/; (einfach)

2.4

x(x+4)(x—3)(x*+a)=0
=x,=0 x,=—4 x,=3 x4:—\/—_a X, :\/—_a
a=-16: vier Nullstellen bei x, =—4 (doppelt), bei x, =0 (einfach),
bei x, =3 (einfach) und bei x, =4 (einfach)
a=-9: vier Nullstellen bei x, =—4 (einfach), bei x, =0 (einfach),
bei x, =3 (doppelt) und bei x, =—3 (einfach)
a=0:drei Nullstellen bei x, =0 (dreifach), bei x, =—4 (einfach)
undbei x, =3 (einfach)
a>0:drei Nullstellen bei x_ =0 (einfach), bei x, =—4 (einfach)
undbei x, =3 (einfach)

aeR, \{—16;—9;0} : funf Nullstellen beix, =0 (einfach),bei x,=—4 (einfach),
bei x, =3 (einfach), bei x, = —\/—_a (einfach) und
bei x, = \/——a (einfach)
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2.5

X’ +(2-2a)x’ —4ax=0 =x(x’+(2—-2a)x—4a)=0 =x, =0
x> +(2—2a)x—4a=0
D=(2—-2a)’—4-1-(—4a)=4a"’—8a+4+16a=4a"+8a+4=(2a+2)

(2a—2)%(2a+2)
a5 = 5 x2=Za x3=—2

a=0:zwei Nullstellen bei x, =0 (doppelt) und bei x, =—2 (einfach)
a=-1:zwei Nullstellen bei x, =0 (einfach) und bei x, =-2 (doppelt)
aeR\{—l;O}:drei Nullstellen bei x, =0 (einfach), bei x,=2a (einfach)

und bei x, =-2 (einfach)
3.1 f(x)=4(x+7)(x+2)(x—3)
3.2 f(x)=-1,25(x+1)*(x—9)

3.3 f(x)=1,75x(x+2)’

Jochen Weber
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3.4

4.1

4.2

4.3

f(x)=a(x+5)(x—2)(x—5)(x+2)
P(0/1)einsetzen:

a-5-(-2)-(-5)-(2)=1 =100a=1 =a=0,01
= f(x)=0,01(x+5)(x—2)(x—5)(x+2)

f(x)=a(x+1)(x—2)(x—5)

P(3/—16) einsetzen:

a-4-1:(-2)=—-16 =-8a=-16 =a=2

= f(x)=2(x+1)(x—2)(x—5)=2x>—12x* +6x+20
=a=2 b=-12 c=6 d=20

f(x)=a(x+3)*
P(5/16) einsetzen:

1
a-8=16 —a=—
32

1 1
= f(x)=—(x+3) =—(x> +9x* +27x+27)
32 32

9 27 27
c=— d=—
32 32 32 32

f(x)=a(x—1)(x—2)

P(1/8) einsetzen:

a-0-1=8 (f)

Es gibt keine Funktion mit den geforderten Eigenschaften.

Jochen Weber
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f(x)=0 =x =1 x,=-1 x,=3
g(x)=0 =x =0 x,=30,14 x,=1,86
h(x)=0 =x, =2 x,=-3 (doppelt)
i()=0 =x =—3/4~-1,59

j(x)=0 =x, =-2 (dreifach)

f(x) =1 jx)=2 h(x)=3

50

-100

-150

-200

-300

-350

-400

-450

f(x)=0 = keine Nullstellen
g(x)=0 =x =1 x,=4 (dreifach)

h(x)=0 =x, =-1 x,=1 x3:—\/§ x4:\/§
i(x)=0 =>x=2

jx)=0 =x =1 x,-3 x,=-2

k(x)=0 =x, =0 x,=—4 (doppelt)

I(x)=0 =x, =0 x,=-4 (doppelt)

m(x)=0 =>x =1 x,=-2 x,=-3

k(x),l(x) =1

g(x) =2

j(x),m(x) =3

h(x) = 4

12 16 20 24 28 | 32

Jochen Weber
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7.1 X+ (x=2)*-(x+2)=0 = x, =0 (dreifach) x,=2 (doppelt) x,=-2 (einfach)

20

7.2 x*—4x’+4x* =0 :>x2-(x2—4x+4):0 =x, =0 (doppelt) x,

5..

A

A

Yy

Gy

¥y X

—2 (doppelt)

Jochen Weber
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7.3

X —x"=5x>+5x* =0 :>x2-(x3—x2—5x+5)=0 =x, =0 (doppelt)
x*—x*—5x+5=0 x, =1(durchProbieren)
(xs—x2—5x+5):(x—1)=x2—5

xX*—5=0 :>x3:—\/g (einfach) x4:\/g(einfach) x, =1 (einfach)
b, A
251

20T

Jochen Weber
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7.4
—Xx*'=2x*4+9x* +4x=0 :>x~(—x3—2x2+9x+4)=0 =x, =0 (einfach)
—x’ —2x*+9x+4=0 x,=—4 (durchProbieren)
(—x3—2x2+9x+4):(x+4)=—x2+2x+1

—x*+2x+1=0 :>x3:1—\/5(einfach) x4:1+\/5(einfach) x, =—4 (einfach)

y

X

| -3 2 -1 0 1 2
-5

L=}—4;1—\/§[u}0;1+\5[

8.1

0,5ax* +(1+a)x* +2x* =0 =x*(0,5ax’* +(1+a)x+2)=0 =x,=0

0,5ax’ +(1+a)x+2=0

D=(1+a)*—4-0,5a-2=a’+2a+1—-4a=a’-2a+1=(a—1)
_(-1-a)%(a-1)

3/4 a 3 a @

a=0: zwei Nullstellen bei x, =0 (doppelt) und bei x, = -2 (einfach)

a=1: zwei Nullstellen bei x, =0 (doppelt) und bei x, =—2 (doppelt)
2

aeR\{O;l}: drei Nullstellen bei x, =0 (doppelt), bei x, =—— (einfach) und
a

bei x, =-2 (einfach)

8.2 0,5a-2" +(1+a)-2°+2-2°=32 =8a+8+8a+8=32 =a=1

9 Einsetzen der Nullstelle = 0=53-(3+a)52+(3a—4)5+4a = 6a=30 = a=5

Nullstellen der Funktiony = x3—8x? + 11x + 20: x1=5,%x; =4 und x3 =-1

Jochen Weber
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10 Nullstellen: fy(x) =0

1
:>§x2(x2+8x+8k)=0

x1/2:0
L —8++/64—4-1-8k —8++/64—32k
34 2 - 2

1) 64—32k=0 = k=2 =X, =0 (doppelte Nullstelle) Xy =—4 (doppelte Nullstelle)

2) 64—-32k>0 = 0<k<2 =X, =0 (doppelte Nullstelle)

:—8+\/64—32k

X, (einfache Nullstelle)
2
—-8—-464-32k .
X, = f (einfache Nullstelle)

3) 64—32k<0 =k>2 =X, =0 (doppelte Nullstelle)

11 Nullstellen: fi(x) =0

:>—§[2x3 -3% —(a+2)x}=0:>—§x[2x2 —3x—(a+2)}:0

3+4/9-4-2(—(a+2)) _3:V25+8a

=x =0 2x2—3x—(a+2):0:>x2/3— 2 2

25
1)25+8a:0:>a:—§: zwei Nullstellen
. 3
= x, =0(einfache Nullstelle) x, :Z(doppelte Nullstelle)

25
2)25+8a>0:>a>—§(auﬁera:—2):drei Nullstellen

3++25+8a

= x, =0(einfache Nullstelle) x, :f(einfache Nullstelle)

_3-+25+8a

; (einfache Nullstelle)

25
3)25+8a<0:>a<—§:eineNuIIsteIIe = x, =0(einfacheNullstelle)
P | S I 1, _ .
4)a——2.—§[2x —3x }—O:—Ex (2x—3)=0= zwei Nullstellen

3
= x, =0(doppelte Nullstelle) x, = E(einfache Nullstelle)
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12 Nullstellen: f(x) =0
2k’x—2x> =0=2x(k* —x*)=0
=x,=0 K-x*=0=x,=k x,=—k
1)k =0:eine Nullstelle bei x = 0 (dreifache Nullstelle)
2)k eR (auBer k = 0):drei Nullstellen bei x, =0 (einfach),

bei x, =k (einfach) und

bei x, =—k (einfach)

13
f (x)=0
= %(x3 —2k¢* +k’x)=0 = %x(x2 —2kx+k*)=0

=x, =0 x> —2kx+k*=0

L 2kENAK - 41Kk 2k Ak —4KP

X,/ . 5 k
1. Fall: k=0
eine Nullstelle bei x=0 (dreifache Nullstelle)
2. Fall: k=0

zwei Nullstellen bei x, =0 (einfache Nullstelle) und bei x, =k (doppelte Nullstelle)

14.1
1 2
f(x)=0 :>—§x(x—a)(x—5) =0
=x,=0 X,=2a X, =5
a=0: f_hat zwei Nullstellen bei x = 0 (doppelt) und bei x = 5 (doppelt)
a=>5: f hat zwei Nullstellen bei x = 0 (einfach) und bei x = 5 (dreifach)
a eR\{O;S}: f hat drei Nullstellen bei x = 0 (einfach), bei x = a (einfach)
und bei x =5 (doppelt)

1 1 1
14.2 fa(4):_5 :>—§-4-(4—a)-(4—5)2:—E =4-a=1 =a=3

Jochen Weber
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15

16

17

18

f (x)=0
1) x—a=0 =x=a
2) x*+3x—10=0

-3%4/9-4-1-(-10) -3+v49 -3+7
2

/s 2 B 2

:>X2

:>x2=2 Xx.==5

=a=2: f, hat zwei Nullstellen bei x_ =2 (doppelt) und x, =-5 (einfach)
—a=-5: f_ hatzwei Nullstellen bei x =2 (einfach) und x, = -5 (doppelt)
:>ae]R\{—5;2}: f hat drei Nullstellen bei x = a (einfach), bei x, =2 (einfach)

und bei x, =-5 (einfach)

1 1
f(x)=0 :>—(x3—2ax2+a2x):o :>—x(x2—2ax+a2)
’ 12 12
=x,=0 X —2ax+a’=0 =X,,=2

1)a=0: x=0 (dreifache Nullstelle)
2)a>0: x, =0 (einfache Nullstelle) x2/3:a(doppelte Nullstelle)

f (x)=—(x+1)*(x—t)

f(x)=0 =1)x+1=0=x=-1 2)x—t=0=x,=t

t=—1:f hateine Nullstelle bei x = -1 (dreifach)

teR\{—l}: f. hat zwei Nullstellen bei x, =—1 (doppelt) und bei x, =t (einfach)

x’+2x*~7x+4=0 x =1(durchProbieren)
(x3+2x2—7x+4):(x—1):x2+3x—4
X*+3x—4=0 =(x—1)(x+4)=0 =x,=1 x,=—4
=f (x)=a-(x—1)*(x+4)

=f_hat zwei Nullstellen bei x = 1 (doppelt) und bei x = - 4 (einfach)

Jochen Weber
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19.1

%x(tx— 1)(x+4)(x—3)=0

1
:>x1:0 x2=¥ x3:—4 x4=3
t=0:h, hat drei Nullstellen bei x, =0 (einfach), x, =—4(einfach) und x, =3(einfach)
t=-0,25:h_ . hatdrei Nullstellen bei x =0 (einfach), x, =—4 (doppelt) und x, =3(einfach)

t=—:h_hatdrei Nullstellen bei x, =0 (einfach), x, = —4(einfach) und x, = 3(doppelt)

1
1
3 3

1 1
t ER\{—O,ZS;OS} : ht hat vier einfache Nullstellen bei x,=0,x,= ;

,x3=—4undx4:3

19.2
Graph 1 kann zur Funktionenschar h, gehéren mitt=0

1
:ho(x):—zx(x+ 4)(x—3)
Hoch drei Funktion mit negativem Leitkoeffizienten (kommt von oben, geht nach unten)

Graph 2 kann zur Funktionenschar h, gehdren mitt=-0,5

Hoch vier Funktion mit negativem Leitkoeffizienten (kommt von unten, geht nach unten)

Graph 3 kann nicht zur Funktionenschar h_gehéren, weil es bei Null

nie eine doppelte Nullstelle geben kann.

20
0,25(x>—2ax’)=0 =x’-2ax’=0 =x*(x—2a)=0
=x,=0 x,=2a
a=0: eine Nullstelle bei x = 0 (dreifach)
ae]R\{O}:zwei Nullstellen bei x, =0 (doppelt) und bei x, =2a (einfach)

21
X’ —2x"+x=0 :>x(x2—2x+1)=0
2

=x =0 x-2x+1=0 =(x-1) =0 =x,=1

22
x> —4x*> =0 :>x3(x2—4):0 = x, =0 (dreifach)

x*—4=0 =x*=4 =x,=-2(einfach) x,=2 (einfach)



